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MÉMOIRE 


SUR 

LES TRANSCENDANTES ELLIPTIQUES 
Par George Bidone. 


Au à fa Jcauce du 2 6 mai I 8 I y 
de fMStcadéwio aRotjafo dej JcienceJ de Êfutiu. 


Ijes diverses méthodes que M. Legendre a données dans 
l’ouvrage qui a pour titre Exercices de calcul intégral , 
pour calculer numériquement la valeur des intégrales qu’il 
a désignées sous le nom de transcendantes elliptiques , ne 
laissent rien à désirer, soit par rapport à la simplicité des 
procédés, tirés des propriétés mêmes de ces transcendantes, 
soit par rapport à l’approximation qu’elles peuvent fournir 
indéfiniment dans tous les cas à tel degré que l’on veut. 

A l’aide de ces méthodes il est facile de construire des 
tables de ces intégrales , et M. Legendre lui-même, dans 
un supplément à l’ouvrage cité , publié en juillet 1816, 
a calculé des tables pour les fonctions elliptiques com¬ 
plètes de première et de seconde espèce. 

La construction de tables pour les valeurs numériques 
que prennent successivement les intégrales dont on ne 
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connaît point l’expression finie et générale, offre aux 
geometres des avantages réels, et d’autant plus grands que 
ces mêmes intégrales se présentent plus fréquemment dans 
les diverses applications de l’analyse; et sous ce point de 
vue les tables elliptiques- tiennent le premier rang après- 
celles des fonctions circulaires et logarithmiques. 

Cependant de pareilles tables sont encore loin de sa¬ 
tisfaire à tous les besoins de l’analyse, et. elles ne peuvent: 
être d’aucun secours dans des recherches,, assez fréquentes- 
d ailleurs , où il est indispensable d’avoir l’expression de 
1 intégrale sous forme finie et générale. 

En examinant attentivement la nature des transcendantes 
dont il s agit, j’ai reconnu que l’on pouvait obtenir des 
formules générales et directes , et même assez simples , 
eu egard à la nature de la question , propres à donner 
la valeur de ces transcendantes aussi approchée que le 
comportent les tables usuelles des logarithmes et des fonc¬ 
tions circulaires. Ce sont ces formules que j’ai l’honneur 
de présenter à la Classe. 

Les transcendantes elliptiques, ainsi que M. Legendre 
l’a f aK vo ‘ r » se réduisent à ces trois formes, 

jl ; CMSEft ■ f _ àj 

J •'i-r J *YV y a-v )('’ 

dans lequelles le paramètre e* est un nombre réel positif 
moindre que l’unité : la quantité *’ peut être réelle ou 
imaginaire, et d’une grandeur quelconque: mais nous sup- 
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poserons , d’après les théorèmes de 'M. Legendre , que 
la quantité et 2 est réelle et moindre que e\ La variable 
{ peut prendre toutes les valeurs comprises entre ^ = o 
et £ = i . Lorsque les limites de l’intégrale sont £ = o , 
? = i , les fonctions se nomment complètes. 

Les formules contenues dans ce mémoire se rapportent 
uniquement aux fonctions complètes $ j’en donnerai dans 
un autre mémoire la démonstration , et j’y joindrai les 
formules relatives aux intégrales indéfinies prises, entre des 
valeurs quelconques de la variable. 

Ges formules donnent, dans le cas le plus défavorable ^ 
la valeur de la fonction complète correspondante , exacte 
jusqu’à la septième décimale inclusivement. L’approximation, 
augmente à mesure que le paramètre de la fonction s’ap¬ 
proche de l’une ou de l’autre de ses deux limites extrê¬ 
mes. Ces mêmes formules donnent toutes des valeurs plus 
grandes que la vraie valeur de l’intégrale- correspondante. 

Je donnerai ici la signification des- lettres qui entrent 
dans lès formules. 

<? s est un nombre réel positif , compris entre zéro et 
l’unité. 

t est la demi - circonférence du cercle dont, le rayon, 
est l’unité. 

a est un nombre réel moindre que e *. 

Les logarithmes compris dans les formules sont des-> 
logarithmes hyperboliques., 

a représente la différénee entre la valeur de la for- 
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mule et la valeur exacte de l’intégrale correspondante. On 
a mis, à la suite de chaque formule, les limites de la dif¬ 
férence a correspondantes à diverses valeurs numériques 
du paramètre c , pour mettre sous les yeux le degré 
d’approximation de chaque formule pour des valeurs don¬ 
nées de e 5 . Chaque limite de a , c’est-à-dire le nombre 
dont a est moindre , est prise à l’avantage des formules \ 
car la différence entre la valeur donnée par la formule, 
et la valeur exacte de l’intégrale, est en général de beau¬ 
coup moindre que la limite dont il s’agit. 

ARTICLE PREMIER. 

De l'Intégrale C , —— prise 

depuis z —o jusquà z= I. 

r=°îj e 2 =°; ) 

?=!•$ ^= 0 , 4 . i 

* d? rr j- I :I I I I 

y(x—epjfi—?) 4 h 4 V4—2e 2 ^i—e 1 V4—e 2 (2—V2) VŸ-e*(2+i2) 

Pour e 2 = 0,40 ; on a A o, 000 000 05 $ 

e 2 = 0,36 ; a <1 o, 000 000 02 j 

e 2 = 0,30 A < O, OOO OOO 003 y 

e* = 0,25 ; A <; o, 000 000 000 5 j 

e 2 = 0,20 j A o, 000 000 000 06 ; 

e s = 0,10 J A o, OOO OOO OOO. OOO I j 

e* = o ; A = o. 

% 
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S. 


d? 




1 r^2fi-t-ej -+- 2 Ve -i I 

12 Ve ° b * ' L ~y i(\-¥-e) — 2 Ÿe 6 (l-+-e) 


ri - 4 - Vzft+eJ ^ 


2 > y 2 Vt(i+e) -f- y -! 

Syi-hu'ie-he 2 ^ '-2Ÿ2fi-t-e) — yi-t-i^ert-e 2 J 

2 _ i r^zfi-t-e) -+- V3-«-iôe-»-3e , -j 

3 K 3 *+-joe-»- 3 e a ^'*-2 — V 3 -*-ioe-i- 3 e , -l 


Pojir <?’ = 0,2 5 -, on a 
** = 0,36 j 
* = 0,49 > 
e* = 0,64 3 
tf* = 0,813 
« ,= =i; 


A < O, 000 OOO 04 3 
A-<C O, OOO OOO OI y 
A ■<[ O, OOO OOO 002 j 
A o, 000 000 OOO 2 ,J 
A << O, 000 000 000 005,3 
A = O. 


% 
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r=o;| 

r=i. 1 c»=i . ) 

fÿ==È=== = -L .log. 3 -t—L_.log/i±_^ 

J 12 D , 12 .e b ^ 2 —e/ 

- 4 - 57 ^= -log. (l± y ^f N ) - 4 - 1 -.log/ 1 ± 2 S N ) 

3V3-f*c a \ 4 —VS-f-e* / 3 Vh-3c* \4— Vi-*~3e x J 


S_ L= . logrî^&t^i 

I 2 V e V 2 e J ôfl- 4 -^ L 2 V 2 -e— > 2 /i-*-<*/“* 

-î- 2 _ .log. ~+~yi-f-i 4 g-»-e a -| 

3Kn-i4e-»-e a '-l\2(i+e)(2—e) — 

■ j 2 , log. p *V*f*+4f*-eJ-+-V3+ioe-t-3é‘ -i 

3y3H-ioe-+-3e 2 ° ^ 2 y 2 ^i-H^ 2 -eJ — K3-H ioe-t- 3e^ * 


Pour e * = 


e 0 > ou a A o, ooo ooo 04 ; 

e = G,0(?25 > A <C- 0 , ooo ooo 01 ; 

c 0 , 2 J 0 Q • A 0,000 ooo 004 ; 

e == °>5 6 l 5i A < O, OOO ooo OOO 5 ; 

e = °5^4°0 j A O, OOO OOO ooo I , 

** «= I i A =r 0. 
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ARTICLE DEUXIÈME. 


De 


l'Intégrale f ~ 1 e * C 
depuis z —o jusqu à z ~ 


prise 


i. 


= o; c 2 = o ; 1 

= I . 0 , 20 . 1 


? = 
ï 


ij ~X = JL / 6o - 3 
Vi-r 6 4 \ l (2— e y.v^^j 1} 


Pour e * =0,10; 


== 0,18 i 
e ‘ = 0,15 5 


«* = 0,12 ; 


e e = 0,10 ÿ 

e 5 = 0j05 j 

tf8 = °i 


on a a < o, 000 000 04 $ 

A < o, 000 000 02 ; 
a < o, 000 000 006 j 
A <c O, 000 000 002 
A < O, OOO OOO OOO 5 ; 

A < o, oo”o 000 000 00 6 y 
A = o. 


% 
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* = o; ! e’ = o; j 

r=i. S e a = o 4 . J 


J ^fVi-ey _ ^ rll g* 

v ï-r 4 ’ *- 2 ~ T 


i __rvâ—O 2 
y'4~2e 2 y4~ e Y 2 ' tm ^v 


V 4 —^ 2 —y ^-1 


c 0*40 ? on a a o, 000 000 03 3 

d == °? 3 ^i A <C o, 000 000 013 

p 2 __ 

' O * 3 ° i A <C 0, 000 000 002’; 

P 2 I 

°) 2 Î i ^<0, 000 000 000 4> 

e G » 20 * A < 0, 000 000 000 05 3 

e °» I0 i A < O, 000 OOO 000 000 X 3 

e 2 = Q 3 A= 0i 
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r=°; ) e s =o,2S ; J 

f=i-J <?2 = I * $ 


f 


àff i-e^ 2 M-33.e-4-i23.e 8 -f-99.e* 

Vrp 2fi -hjeXS-i- 5 gj >Vi +ej 


( l ~ e X . log/\ 
6 


_ 3.n—g) 6 _ 

4»(^ •( 3-f- se/.V 2£^i ■+*g^ 



2^I—e a > )Vi-f-j4e-f->^ J / 2>Vi-He>> Vi-t-^e-J-eA 

3-0+7#' 2(l-*-eJ — yi7t-i4e-t-e*) 

1 g")V 3 -»- I0 c-K 3 g 3 V 3 -«-ipg->- 3 e^ 

(3-f-Se> a \2V 2 /"i+^ — V3-*-ioe-»-3eV 


Pour e- = 0,2 5 5 on a K o, ooo ooo 03 3 

£ a = 0,36 y A < o, ooo ooo oay 5 

= 0,49 y A < o, ooo ooo 00 1 3 

€ 9 = 0,64 3 A < o, ooo ooo ooo 08 y-. 

== 0,81 j A < o, ooo ooo ooo. ©o 1. j>, 

= I h A 5 = O. 













? = 0 / 
r=i. 
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e s = 0,7396 y 


vrp ~" 4 .fn_3 ( 

ri-*J 4 


_ .g-M7.g tt n—g) 

4 «rI—*— 3 e^). 4 


log. / 2 _ ± y v-^A 


2 *y 2 e.(i-i-eJ 

~g 2 )V2^i-t-6f 
2 ( I-*- 3 ç> 2 


MëS) 


^ g a )V 27 i-f- 6 e-f-e a / | Q ^ |- 2 V 27 i-+-e><-l- V2^i->-6e-f-cV -i 
*"2 V2^i-+-^ — V2/l-*-6e-*-e^-* 


Pour e* — 0,7 3 9 <5 j on a a < oj 000 000 04 $ 
e =0,8100 J A < o, OOO OOO O I j 


e = °> 9 °M V 
<T — I 5 


A < o, 000 000 000 7 j 

*=©, 


3 


il SUR LES TRANSCENDANTES ELLIPTIQUES 

i e * = 0 ; ï 

r=i. ( * f =I. j 


_ [i-4-33.g-4-i23.g a -+-99,g 8 ]V 2 - g 

^ I_ £* 4f I -*-7 e X3-i-$e>) 4.f3-+-g “Jfn-SgV 


+Cl=î 2 . iog. 3 + ,io g .rBlî=î±îi^i 

L 2 V 2 —e_V 2 / I -*- € J-« 


12 
0 - e ‘) 


6 

. iog J±±jj±gl_^ 0 —e') w ,- 4 +V—•-, 

r 3 -t-«v»w U-ks^J 3 ri-,- 3 e *;vï^ 8 'L^VÏÏî?i 

3ri ~ e)S .\og.( ]E=î±al \ 

Kvï^ë—VêJ 


r 2 V ^—e-f->Vi 
0 -€') 


40 ^ 7 ^Y 3 ^S*J 2 V 2 gfi-*-g,/ 

i 2(<I r ^Vâ^— ej(i-i-e) -+- Ÿ-_ 

î(i+ 7 *r ’ s ’*- 

, 2A—g 2 )V3^io<M-3e’ 


~+~ ^i-f-i 4 e-f-e» - T 


C 3 -*- 5 ^ a 


’ZV 2 ( 2 —ej(i+e )— Vj-t-i^e-bë 

■ Ino r 2 y 2 ( 2 -e)(i-be)-t-V 3 +ioë+. 3 ë 

^ÏYTfrTyfi+eJ— r 3 H-iog 4 - 3 e 




Pour e‘ = o ; on a a < 0 , ooo ooo o 4i 

* = 0,0615 $ A<o, ooo ooo 01 $ 
e = 0,1500 J A< O, 000000003$ 

€ =0,5615$ A < O, ooo ooo ooo 1 $ 
e =0,6400$ A< O, ooo OOO OQO 04$ 
« s = I j A = o . 


V 
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ARTICLE TROISIÈME. 


n 


De VIntégrale f— ^ — 
5 J(i±*'ïJ y (ï-iV( 


-ïV(i-eY) 

depuis 2 = o jusqu à 2=1. 


prise 


r = o;) rfaor J 

f=i. $ ^ = o, 36 . J 


f— _ . = ^r— 

0 -* a rW -w -<? 5 ?y 4 L 4 Vi-« a 




— <-=1 
e 2 -a a )Vi-«» J 


—. e 11 . r -__ r :_ jjî __ ^-*- r2 -1 

4 L [e a f2-V2> 4 « a ]V4 - - V2> le*(2+VÏ)- 4 *>y 


(e a -2 a 2 J 4fe 2 -a V■ 

2 —Vï 2-4-V2 


_JL. ftg r 1 , i7g 4 -$6e a a a -H40a» 

4 L e 2 _ 2a * 


4 Vi-et® L e 2 -2a 2 4(e 2 -a* > )[c 4 -8e t a 2 -H-8a 4 ] 


il*' 


< Dans cette formule «* est < e\ et différent des quantités 

«* . «Vff-x/ e'(i-+1ï) ^ 

2 ’ îV 2 J ' îVÏ ) * 


Pour t* = 0,36 ; on a 

£ ’ = °r }0 ; 
e“ = 0,15 ; 
e 2 = 0,10 J 

* E S= 0,10 j 
«’ = O y 


A <! o, 000 000 0 3 ; 

A <d o, 000 000 004 $ 

A < o, 000 000 000 7 3 
A < 0, 000 000 000 08 j 
A < o, 000 000 000 000 1 j 
A = o. 
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r = 0; j e*~o; i 
r = r. S e 2 = o, 36 . ) 


r* J? 

/ i/*_ t \ \ 

_~ r i | (Ÿî-i) O+Vl) ■ 


0-~ ^ T) 4 ^' ec y 2 fi-eV 2V4-g*fr+Vyl 


^jl. r 6 - 2 V 2 -g 2 r 3 - 2 vrj n 

4 L [ 4 -* 2 


Pour e“ =0,3 6 * 

on a A <0,000 000 02; 

•IV 

O 

po 

O 

II 

A <0, 000 000 003 j 

e 2 = 0,25 5 

A < 0, 000 000 000 5 j 

e * = 0,20 ; 

A <C 0, 000 000 000 06 j 

e‘ = 0,10 } 

A < °> 000 000 000 000 1 ; 

■i\ 

O 

II 

A> 

A = Q. 


i 6 SUR LES TRANSCENDANTES ELLIPTIQUES 

r = 0;ï c*=o; 

f = i. ) e 2 = o,36. 





_ir__, 


7 T 

4 


ri±^ _ i _ or—o 

V2^ë* 2\^(2-Yiy 



6 - 4 - 2 V 2 -g*r 4 - 4 - 2 } / 2 > ) -r # 

Ï4-« 2 ( 2H->^J].>4^Ÿ2-^y^-l *' 


Pour * 2 = 0,36 5 on a 
tf a = 0,30 j 

* 8 = > 

£ a = 0,20 -, 
t * = 0,10 j 
c* = o j 


A < o, 000 000 03 $ 

A < o, 000 000 0045 
A < o, 000 000 000 6 j: 

A <d o, 000 000 000 07 
A <C o, 000 000 000 000 if . % 
A = o. 


% 






1 7 


PAR M. BIDONE. 
= o; ) e * = o ,36 ; ) % a 

= .. | e» = i. j °“ ‘ « 


? = 
? 


f - - i{ - _.< I - t - 3 «+ a ( 3 +«)H ^?5 lno /vJZ+yÇT.\ 

-j_ 8«[i-f-3e+«(3+e)]V2(n- e ) 

3.[ i - t -7«-H*( 7 -h e )3[3+Si-t-«(s-4-3 e )]('(r^5 ‘ 10 S' J 

— «[n-3t—«(3-t-«)]V^ l) 1na /y£^ + y—x 

2 4 .(i-+-«)(«-»)( i-ajKfu.»,^) ■ 

— ^-8 «Çi-)-3e—q(3- t - e )]V 2(l . H< .) _ 

3.[l+7e-q(7+e)][3+ S£ -a(s-f.3e)]y(i+«;(,, H . <t) ' °\>7î7_v e ^rJ 

h— ~ —-iog.rü(î±f)±. ay n . 1 , r^-gT^î-, 

12, (‘ •’) ‘-> , 2 (l-l-e) —1\'c J 6(n-e)(l-a = ) ' 5 'U—v 2 ( l4 ^] 


2 (n- 7 e)" 


3 .[(i-t- 7 é) î -* ï ( 7 H-£) î ]Kïî!î^J+S 5 
_ 2 ( 3 +$£)‘ _ 

3-i;(3-t-sè) * -**($-t-3e) *]y'3-t-ioM-3ï 


p 2Vz(i-i-ej-f-Vt-^i4e-4-fa -| 

2 V 2 ( 1 -*-<?} -4 i-f-i 4 e-f- e = J 

_ . 1 na.p 2 ^( I -»- <f )^ 3 H-rc 3 e^ 3 e a -| . 
r* ° '-ïVzli+ë) — Kl^ïôêïS*»- 1 ’ 


!Pour € a =0,3 6 $ on a 
* 2 = °?49 > 

e a = 0,64 j 
e * = 0,8 1 j 
* 2 = * 5 


a <; o, 000 000 02 j 
A <! o, 000 000 004 j 
^ <Co, 000 000 000 5 j 
^ < O, OOO 000 000 03 y 

A = O. 
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t=o; I e’ = o. I 
r = J <?* = o,4. j 


__.__ * r 1 t «* e* -, 

. 1 +*Y)v'(i- ? ’j(i-*r) 4 ‘ L 4 v /TÏ? («*V 4 ^ 4 (e a -Ht*) 

_ 2 ~V / ^ _ u _ 2 -fcVa -, 

/i M 2 _i ^ 2 /<-> TTTa ! 7 TTZ ! /— —?=r I 


__ 2—y/z _^_ 2-hV^ -j 

l4 « 9 -4 -e 9 ( 2 V 2 )V4-^(2-^2) [ 4 a 2 -4-e 2 ( 2 -tVÏ) Y 4 -e«( iH -ï^j 

7ra '‘ r I I7e 4 -4“56e 2 a 8 -f-40a 4 -, 

4 V”n-4t* *-^ a -i- 2 a 2 4(e a 4-a 2 )(e 4 4-8e 2 a 2 -4-8a 4 )-l 


Pour = 0,40 ; on a A <0, 000 000 055. 

= 0,36 j A <C o, 000 000 02 j 

== 0,30 j A < 0, 000 000 003 5 

6 2 = 0,25 y A < 0 , OOO OOO OOO 5 j 

tf 2 = 6,20 j A <0, 000 000 000 06$ 

= o,ro 5 A <Oj 000 000 000 000 1 f 

«“ = o i A = o. 


( Dans cette formule et dans la suivante , la quantité 
at 2 peut être plus grande ou plus petite que e 2 )* 
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En faisant, pour abréger, 

A = T Vl- T . ]/ (e+v^îr.)(»7îT?_i) } 

B =7 • /( 14VS5) («+✓ e'+a») + 7 ■]/ {✓fî5_ I )(v /7^-t) ; 

7 • ’ ( I +V / i-t-^)(v/?ï7>—«) + 7 . |/(v I ; 

^ =7 V(‘+Vn-*=)(e+y/e'-Ha 1 ) — 7 • ]/ (v'i-t-* 1 — I )(Ve>^.««_ e) j 

E = ( 1-4-7^) . C-oc (7+e) , D j 

F 

= ('+7«).D + ,i( 7+ £),c i 

G = (3+5 e )-C-«( 5+3e ).D . 

H = (3+5«).D + «t (j+je).C ; 

J7_-+- v'V-t-jt 5 H- 2 B 

I —e 

rp 2 A 

1 i — e — ’ 

’ôn aura 


4 
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tt.[ A log. K -4- 2 B . arc, tang. Tl. y/ 2 (i-»-g) 

7+vT 7 

oc . r A log. K — 2 B . arc, tang. T ] 
3 .(n-a s ).V 2 (i+f)(e+^ 


4 a. [ E log. K — iF . arc, tang. T ] 


3 [_( ! -t ~7 “ -ï - 06 2 (7 -4-^) * 3 • V (i-4-* 8 )(e 2 -*-**) . 

4 *.[ G. log. K — iH . arc, tang. T ]. y/ 2 (i-t-e) 

V* loa --—— 

*I 2 (e a -H* a )‘ S V 2 (i-4-e)-V<H 6(l-4-e)(l-4-ût 2 ) 


.log.ri±^4^1 

*-2-y/- 2 (n-c?p 


2(l+je)’ _ ] nf . |- ^v , 2(i-t-e)+v/i-n4e-fe 1 - | 

"*■ 3[( 1+ j() ; +«'( 7 +()']Vi+i4M-< : ü L 2> / 2 (i-k0 —✓n-i 4 «+e- 

2(3-t-Se)“_r ^V / 2ri-^g)+V'3-t-lo.-<-3e i -| _ 

" H 3[(3H-S«) ï -t-*"(5+3c) , W3+ioe-t-3e ! ’ V / 3-t-ioe-l-3c'‘- 1 


r - 


Pour e* =: 0,15 \ on a 

= 0,36 * 
e ' = 0,49 ; 
e B = 0,64; 
e a = 0,8 1 j 
€* = 1 ; 


A <0, 000 000 04 ; 

A o, 000 000 o 1 j 
A <C o,”000 000 002 j 
A < o, 000 0.00 000 1 j 
A <0, 000 000 000 00 5 i 
A = o. 


% 


% 


